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Série N°4 

Opérateurs dans les espaces de Hilbert 


Exercice 1 

Soit (E, ||. ||f) un espace normé réel. Montrer que : 

1) Vxo 6 E, 3f 0 EE': || f 0 \\ e-= II x 0 1| í-et < f 0 , x 0 >= || x 0 \\ 2 

2) VxG E: || A ||=sup { \<f,x>/ fEE', || f\\ E > < 1|} = max { \<f,x>/ fEE' , || /|| E -< 11} 


Exercice 2 

Soit (E, ||. ||f) un espace normé sur le corps IK. Montrer que : 

1) Si x„-> x dans E alors x n ->■ x dans E. 

2) Si dim E< alors la réciproque dans 1) est encore vraie. 

3) Si dim E< alors la réciproque dans 1) est vraie si lim || x n ||e = II x He- 

n->+co 

4) Si x n ->• ^dans E alors la suite (x n ) est bornée. 

5) Si x n ->■ a* dans Eetf n ->/dans E’ alors <f n ,x n > <f, x> dans IR 


Exercice 3 

Soit (E, ||. II) un espace de Hilbert réel et A un opérateur linéaire borné Tel que V 
x EE Ax=<a,x> a ; avec a EE(a fixé). 

1) Montrer que A est un opérateur hermitien positif. 

2) On suppose que B est un opérateur linéaire borné. Montrer que si B est hermitien 
alors B 2 hermitien positif. 


Exercice 4 

Soit E=L 2 ([0,+°°[) muni du produit scalaire suivant: 
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V/, g ef: </, g >= J 0 + °°/(x)^(x)dx. On considère 1'opérateur U définie par 

("(«)« =r~^ o < t < i 

1) Montrer que U est une isométrie (u^) 

2) Déterminer Eadjoint U* de U. Calculer U*U. 

3) On suppose que V= U U*. montrer que V est hermitien j*) et calculer V 2 . 

4) Calculer Vf= U l/*/pour/£ E. 

Exercice 5 

Soit (a n ) une suite bornée de nombre complexe. 

1) Montrer que si x=(xo,Xi,.......x El 2 

Alors y=(0, a 0 x 0 , OhXi, a 2 x 2 , ...,a n x„,...) El 2 

2) Soit U :l 2 ->/ 2 , U(x)=y 

Vérifier que U est un opérateur continue et calculer sa norme. 

3) Calculer U*x, U* Ux et U U* x et vérifier que ||l/*||=||l/||. 

4) On suppose que | a „ |=1. Montrer que U* U = I * U U*. 
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